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Â äîêëàäå îïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé ìåòîäû
îäíîâðåìåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâóõ èñòî÷íèêîâ
àíîìàëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Â îñíîâå ìåòîäîâ ëåæèò
íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè
ëîãàðèôìè÷åñêîãî è íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, ðàçâèòàÿ àâòîðàìè â
áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ. Ýòà ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñèñòåìû ïðèáëèæ¼ííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêè
îïèñûâàþùèõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ïðîâåäåíèå çàìåíû íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ðåøåíèþ ýòîé ñèñòåìû è ïåðåõîäà ê èñõîäíûì
íåèçâåñòíûì ôóíêöèÿì äîñòèãàåòñÿ ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Â
êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ
çíà÷åíèÿ âåðòèêàëüíîé ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ
ïîòåíöèàëà àíîìàëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.
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Â äàííîì äîêëàäå àâòîðû ïðîäîëæàþò íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ðàíåå ðàçâèòîå â

öåëîì ðÿäå ðàáîò, â ÷èñëå êîòîðûõ ñëåäóåò â ïåðâóþ î÷åðåäü íàçâàòü:

1 È. Â. Áîéêîâ, Â. À. Ðÿçàíöåâ. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû îäíîâðåìåííîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû òåëà è åãî ïëîòíîñòè â îáðàòíîé çàäà÷å òåîðèè ïîòåíöèàëà.

Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. 2014. Ò. 16, � 3. Ñ. 21-31.

2 È. Â. Áîéêîâ, Â. À. Ðÿçàíöåâ. Îá îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îäíîâðåìåííîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà ìàãíèòíîé àíîìàëèè â îáðàòíîé çàäà÷å

ìàãíèòîðàçâåäêè. Àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ

åñòåñòâåííî-íèó÷íûõ è ñîöèàëüíûõ ïðîáëåì. Ìàòåðèàëû XI Ìåæäóíàðîäíîé

íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè. Ïåíçà: èçä-âî ÏÃÓ. 2016. Ñ. 111-120.

3 È. Â. Áîéêîâ, Â. À. Ðÿçàíöåâ. Îá îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îäíîâðåìåííîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà ìàãíèòíîé àíîìàëèè â îáðàòíîé çàäà÷å

ìàãíèòîðàçâåäêè. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû

ïðîãðàìì èìåíè Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî. Ìàòåðèàëû VIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé

ìîëîäåæíîé øêîëû-ñåìèíàðà. Ñàðàíñê: èçä-âî ÑÂÌÎ. 2018. Ñ. 26-29.

4 È. Â. Áîéêîâ, Â. À. Ðÿçàíöåâ. Îá îäíîâðåìåííîì îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ

ãðàâèòèðóþùèõ òåë â îáðàòíîé çàäà÷å òåîðèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ è ñîöèàëüíûõ

ïðîáëåì. Ìàòåðèàëû XIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè

ìîëîäûõ ñïåöèàëèñòîâ, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ. Ïåíçà: èçä-âî ÏÃÓ. 2019. Ñ. 196-203.

5 È. Â. Áîéêîâ, Â. À. Ðÿçàíöåâ. Ê âîïðîñó îá îäíîâðåìåííîì âîññòàíîâëåíèè

ïëîòíîñòè è óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè â îáðàòíîé çàäà÷å ãðàâèìåòðèè äëÿ êîíòàêòíîé

ïîâåðõíîñòè. Ñèáèðñêèé æàðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. 2020. Ò. 23, � 3. Ñ.

289-308.
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Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàáîòà [5].
Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ëîãàðèôìè÷åñêîãî è íüþòîíîâñêîãî
ïîòåíöèàëîâ. Â ñëó÷àå íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Â îáëàñòè

Ω = {(x , y) : −l ⩽ x , y ⩽ l ,H − φ(x , y) ⩽ z ⩽ H}

ðàñïðåäåëåíû âîçìóùàþùèå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Çåìëè èñòî÷íèêè,
èìåþùèå ïëîòíîñòü ρ(x , y). Òðåáóåòñÿ îäíîâðåìåííî âîññòàíîâèòü
ãëóáèíó çàëåãàíèÿ H êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ
ρ(x , y), à òàêæå ôóíêöèþ φ(x , y), îïðåäåëÿþùóþ ïîâåðõíîñòü. Â
îñíîâå ìåòîäîâ ëåæàò ïîñòðîåííûå â ðàáîòå íåëèíåéíûå ìîäåëè
òåîðèè ïîòåíöèàëà.
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Äëÿ ñëó÷àÿ íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà â êà÷åñòâå àïðèîðíî çàäàííîé
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âèäû èíôîðìàöèè: 1) çíà÷åíèÿ ñèëû
òÿæåñòè, à òàêæå åãî ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçîäíûõ; 2) çíà÷åíèÿ ïîëÿ
ñèëû òÿæåñòè íà ðàçíûõ âûñîòàõ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
îäíîâðåìåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ρ(x , y), φ(x , y), H àíàëèòè÷åñêèì
îáðàçîì. Ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû èõ îäíîâðåìåííîãî
âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ïîêàçàíà
âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îòìåòèì,
÷òî ýòè ìåòîäû äîïóñêàþò ðàñïàðàëëåëèâàíèå.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ îñü
àïïëèêàò âåðòèêàëüíî âíèç. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòî÷íèêàìè àíîìàëèè
ñèë òÿæåñòè ÿâëÿþòñÿ äâà òåëà.
Ïåðâîå òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîé áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæ¼ííîñòè ïî
íàïðàâëåíèÿì Ox è Oy, ðàñïîëîæåííûé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè z = H1 è
z = H2, ãäå H1 < H2.
Âòîðûì ÿâëÿåòñÿ òåëî êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, ðàñïîëîæåííîå â êâàäðàòå
(x , y) ∈ [−ℓ, ℓ]2 ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè z = H1 −φ(x , y) è z = H1. Çäåñü
φ(x , y) ∈ L2

(
R2

)
.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïåðâîå òåëî, èìåþùåå ïëîòíîñòü σ1(x , y , z), ñîçäà¼ò â òî÷êå (x , y , z)
âíå òåëà àíîìàëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå v1(x , y , z), îïðåäåëÿåìîå
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé

G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

H2∫
H1

σ1(ξ, η, ζ)(ζ − z)

((x − ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2)3/2
dζ dη dξ = v1(x , y , z).

(1)
Âòîðîå òåëî ïëîòíîñòè σ2(x , y , z) â êàæäîé òî÷êå (x , y , z) âíå òåëà
ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì àíîìàëèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ v2(x , y , z),
êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé:

G

ℓ∫
−ℓ

ℓ∫
−ℓ

H1∫
H1−φ(ξ,η)

σ2(ξ, η, ζ)(ζ − z)

((x − ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2)3/2
dζ dη dξ = v2(x , y , z).

(2)
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Â ðàìêàõ îïèñûâàåìîãî ìåòîäà ñòðîÿòñÿ áîëåå ïðîñòûå, íî òàêæå
íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ (1) è (2)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

1 ïëîòíîñòè σ1(x , y , z) è σ2(x , y , z) íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé z ;

2 ñïðàâåäëèâî óñëîâèå φ(x , y) ≪ H1;

3 ñïðàâåäëèâî óñëîâèå H2 − H1 ≪ H1.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1) è (2) ïîñëå ñåðèè äîñòàòî÷íî
ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

1

2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ1(ξ, η)
2 (H2 − H1) (H2 − z)− (H2 − H1)

2(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + (H2 − z)2

) 3
2

dξ dη = v1(x , y , z).

(3)

1

2

ℓ∫
−ℓ

ℓ∫
−ℓ

σ2(ξ, η)
2(H1 − z)φ(ξ, η)− φ2(ξ, η)(

(x − ξ)2 + (y − η)2 + (H1 − z)2
) 3

2

dξ dη = v2(x , y , z).

(4)
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Îïèñàíèå ìåòîäà

Ïóñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè σ1(x , y), σ2(x , y)
φ(x , y) â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî èçâåñòíûìè íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè
(z = 0), ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè v1 + v2, ∂v1/∂z + ∂v2/∂z ,
∂2v1/∂z

2 + ∂2v2/∂z
2. Ïàðàìåòðû H1, H2, ℓ ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè (3), (4) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøàåìîé
çàäà÷è, äëÿ ÷åãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì íóæíîå ÷èñëî ðàç êàæäîå èç
óðàâíåíèé (3), (4).
Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé.

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ1(ξ, η)
2H2 (H2 − H1)− (H2 − H1)

2(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)3/2
dξdη+

+

ℓ∫
−ℓ

ℓ∫
−ℓ

σ2(ξ, η)
2H1φ(ξ, η)− φ2(ξ, η)(

(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2
1

)3/2
dξdη = f1(x , y), (5)
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Îïèñàíèå ìåòîäà

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ1(ξ, η)
6 (H2 − H1)H

2
2 − 3(H2 − H1)

2H2(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)5/2
dξdη−

−
∞∫

−∞

∞∫
−∞

2σ1(ξ, η) (H2 − H1)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)3/2
dξdη+

+

ℓ∫
−ℓ

ℓ∫
−ℓ

σ2(ξ, η)
6H2

1φ(ξ, η)− 3H1φ
2(ξ, η)(

(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2
1

)5/2
dξdη−

−
∞∫

−∞

∞∫
−∞

2σ2(ξ, η)φ(ξ, η)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

1

)3/2
dξdη = f2(x , y), (6)
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Îïèñàíèå ìåòîäà

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ1(ξ, η)
3 (H2 − H1)− 18H2(H2 − H1)

2(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)5/2
dξdη+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ1(ξ, η)
30H3

2 (H2 − H1)− 15H2
2 (H2 − H1)

2(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)7/2
dξdη+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ2(ξ, η)
3φ(ξ, η)− 18H1φ

2(ξ, η)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

1

)5/2
dξdη+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ2(ξ, η)
30H3

1φ(ξ, η)− 15H2
1φ

2(ξ, η)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

1

)7/2
dξdη = f3(x , y). (7)
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Îïèñàíèå ìåòîäà

Çäåñü

f1(x , y) = 2v1(x , y , 0)+2v2(x , y , 0), f2(x , y) = 2 (∂v1/∂z + ∂v2/∂z )|z=0,

f3(x , y) = 2
(
∂2v1/∂z

2
+ ∂2v2/∂z

2
)∣∣∣

z=0
.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè w1(x , y), w2(x , y),
w3(x , y), îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

w1(x , y) = σ1(x , y), w2(x , y) = σ2(x , y)φ(x , y),

w3(x , y) = σ2(x , y)φ
2(x , y).
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Îïèñàíèå ìåòîäà

Òîãäà óðàâíåíèÿ (5)-(7) ïåðåïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
2H2 (H2 − H1)− (H2 − H1)

2(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)3/2w1(ξ, η)+

+
2H1w2(ξ, η)− w3(ξ, η)(

(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2
1

)3/2
]
dξ dη = f1(x , y), (8)
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Îïèñàíèå ìåòîäà

∞∫
−∞

∞∫
−∞

6 (H2 − H1)H
2
2 − 3(H2 − H1)

2H2(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)5/2
w1(ξ, η)dξdη−

−
∞∫

−∞

∞∫
−∞

2 (H2 − H1)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

2

)3/2
w1(ξ, η)dξdη+

+

ℓ∫
−ℓ

ℓ∫
−ℓ

6H2
1w2(ξ, η)− 3H1w3(ξ, η)(

(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2
1

)5/2
dξdη−

−
∞∫

−∞

∞∫
−∞

2w2(ξ, η)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

1

)3/2
dξdη = f2(x , y), (9)
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Îïèñàíèå ìåòîäà

∞∫
−∞

∞∫
−∞

3 (H2 − H1)− 18H2(H2 − H1)
2(

(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2
2

)5/2
w1(ξ, η) dξ dη+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

30H3
2 (H2 − H1)− 15H2

2 (H2 − H1)
2(

(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2
2

)7/2
w1(ξ, η)dξdη+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

3w2(ξ, η)− 18H1w3(ξ, η)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

1

)5/2
dξdη+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

30H3
1w2(ξ, η)− 15H2

1w3(ξ, η)(
(x − ξ)2 + (y − η)2 + H2

1

)7/2
dξdη = f3(x , y). (10)
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Îïèñàíèå ìåòîäà

Ïðèìåíèì ê êàæäîìó èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (8)-(10) ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè:

A (ω1, ω2)W (ω1, ω2) = F̃ (ω1, ω2) , (11)

ãäå

W (ω1, ω2) =
(
W1 (ω1, ω2) ,W2 (ω1, ω2) ,W3 (ω1, ω2)

)T
,

F̃ (ω1, ω2) =
(

1
2πF1 (ω1, ω2) ,

1
2πF2 (ω1, ω2) ,

1
2πF3 (ω1, ω2)

)T
,

à ýëåìåíòû ìàòðèöû A (ω1, ω2) =
(
(ai ,j (ω1, ω2)

)
i=1,3,j=1,3,

îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâ¼ðòêè ôóíêöèé.
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Îïèñàíèå ìåòîäà

Ïîñòðîåíèå ìåòîäà çàâåðøàåòñÿ (àíàëèòè÷åñêèì ëèáî ÷èñëåííûì)
ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (11), ïðèìåíåíèåì îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê íàéäåííûì ôóíêöèÿì W1(ω1, ω2), W2(ω1, ω2),
W3(ω1, ω2) è îáðàòíûì ïåðåõîäîì îò ôóíêöèé w1(x , y), w2(x , y),
w3(x , y) ê èñõîäíûì ôóíêöèÿì σ1(x , y), σ2(x , y), φ(x , y).
Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó â ñëó÷àå ôóíêöèé f1, f2, f3, çàäàííûõ
ïðèáëèæ¼ííî, àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) íà
ïðàêòèêå îêàçûâàþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè, âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â
ïðèìåíåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ïðîöåäóðû
ðåãóëÿðèçàöèè.
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